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Частни диференциални уравнения

ЧДУ от втори ред, първа степен (линейни): 

Вид Условие Представител Уравнение

Хиперболични Вълново уравнение

Параболични
Уравнение на 
топлопроводността

Елиптични
Уравнения на Лаплас и 
Поасон

Класификация

𝐵2 − 4𝐴𝐶 > 0

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 0

𝐵2 − 4𝐴𝐶 < 0

𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+⋯ = 0

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝐹 𝑥, 𝑦
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МКЕ и МГЕ

Повърхнина 
на тялото

Вътрешна
област

Краен елемент

Гранични условия

Повърхнина
на тялото

Вътрешна
област

Граничен елемент

Гранични условия

Безкрайно 
пространство

Следа на 
тялото
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Задача за греда

Диференциално уравнение
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
= 0

x

ψ1

BQ P

l

z, w

a

ψ2

Гранични условия

𝑤 𝑄 = 0; 𝜃 𝑄 =
𝑑𝑤 𝑄

𝑑𝑥
= 0; 𝑤 𝑃 = 0; 𝑚 𝑃 = −𝐸𝐼

𝑑2𝑤 𝑃

𝑑𝑥2
= 0.
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Фундаментално решение в неограничена област

BQ

P’

x
z

𝑎

-∞ ∞

𝜑1(Q)

R

ξ r

𝜑2(Q)

ψ1(B)

ψ2(B)

𝜑1(R)

𝜑2(R)

𝜑1(P)

𝜑2(P)

Фундаментални решения за 𝜑1:

s 𝑥 = −𝐸𝐼
𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
= −𝜑1sgn

𝑟

2𝑙
= 𝜑1 𝜉 𝐷 𝑥, 𝜉 .

𝜃 𝑥 =
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝜑1

3

12𝐸𝐼
𝑙2

𝑟

𝑙

𝑟

𝑙
− 2 sgn

𝑟

𝑙
= 𝜑1 𝜉 𝐹 𝑥, 𝜉 ;

𝑤 𝑥 = 𝜑1
1

12𝐸𝐼
𝑙3 2 +

𝑟

𝑙

3
− 3

𝑟

𝑙

2
= 𝜑1 𝜉 𝐺 𝑥, 𝜉 ;

𝑚 𝑥 = −𝐸𝐼
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 𝜑1

𝑙

2
1 −

𝑟

𝑙
= 𝜑1 𝜉 𝐸 𝑥, 𝜉 ;

Фундаментални решения за 𝜑2:

𝑤 𝑥 = 𝜑2
1

12𝐸𝐼
𝑙2

𝑟

𝑙

𝑟

𝑙

2
− 3

𝑟

𝑙
+ 2 sgn

𝑟

𝑙
= 𝜑2 𝜉 𝐾 𝑥, 𝜉 ;

𝜃 𝑥 =
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= −𝜑2

1

12𝐸𝐼
𝑙 3

𝑟

𝑙

2
− 6

𝑟

𝑙
+ 2 = 𝜑2 𝜉 𝐿 𝑥, 𝜉 ;

𝑚 𝑥 = −𝐸𝐼
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= −𝜑2 1 −

𝑟

𝑙
sgn

𝑟

𝑙
/2 = 𝜑2 𝜉 𝑀 𝑥, 𝜉 ;

s 𝑥 = −𝐸𝐼
𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
=

𝜑2

2𝑙
= 𝜑2 𝜉 𝑁 𝑥, 𝜉 .

P
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Натоварване

𝜑 𝑄 =
𝜑1 𝑄

𝜑2 𝑄

Обобщени сили в двата края

𝜑 𝑃 =
𝜑1 𝑃

𝜑2 𝑃

Зададено натоварване

𝜓 𝐵 =
𝜓1 𝐵

𝜓2 𝐵

За всяка вътрешна точка P’ е в сила

𝑤 𝑥 = 𝜑1 𝑄 𝐺 𝑥, 0 + 𝜑2 𝑄 𝐾 𝑥, 0 + 𝜑1 𝑃 𝐺 𝑥, 𝑙 + 𝜑2 𝑃 𝐾 𝑥, 𝑙 + 𝜓1 𝐵 𝐺 𝑥, 𝜉1 + 𝜓2 𝐵 𝐾 𝑥, 𝜉1 ;

𝜃 𝑥 = 𝜑1 𝑄 𝐹 𝑥, 0 + 𝜑2 𝑄 ത𝐿 𝑥, 0 + 𝜑1 𝑃 𝐹 𝑥, 𝑙 + 𝜑2 𝑃 ത𝐿 𝑥, 𝑙 + 𝜓1 𝐵 𝐹 𝑥, 𝜉1 + 𝜓2 𝐵 𝐿 𝑥, 𝜉1 ;

𝑚 𝑥 = 𝜑1 𝑄 𝐸 𝑥, 0 + 𝜑2 𝑄 𝑀 𝑥, 0 + 𝜑1 𝑃 𝐸 𝑥, 𝑙 + 𝜑2 𝑃 𝑀 𝑥, 𝑙 + 𝜓1 𝐵 𝐸 𝑥, 𝜉1 + 𝜓2 𝐵 𝑀 𝑥, 𝜉1 ;

𝑠 𝑥 = 𝜑1 𝑄 𝐷 𝑥, 0 + 𝜑2 𝑄 𝑁 𝑥, 0 + 𝜑1 𝑃 𝐷 𝑥, 𝑙 + 𝜑2 𝑃 𝑁 𝑥, 𝑙 + 𝜓1 𝐵 𝐷 𝑥, 𝜉1 + 𝜓2 𝐵 𝑁 𝑥, 𝜉1 .

BQ
P’

x
z

𝑎

-∞ ∞

𝜑1(Q)

R

ξ r

𝜑2(Q)

ψ1(B)

ψ2(B)

𝜑1(R)

𝜑2(R)

𝜑1(P)

𝜑2(P)
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Матричен запис

𝑤 𝑥
𝜃 𝑥
𝑚 𝑥
𝑠 𝑥

=

𝐺 𝑥, 0 𝐾 𝑥, 0
𝐹 𝑥, 0 𝐿 𝑥, 0

𝐺 𝑥, 𝑙 𝐾 𝑥, 𝑙
𝐹 𝑥, 𝑙 𝐿 𝑥, 𝑙

𝐸 𝑥, 0 𝑀 𝑥, 0
𝐷 𝑥, 0 𝑁 𝑥, 0

𝐸 𝑥, 𝑙 𝑀 𝑥, 𝑙
𝐷 𝑥, 𝑙 𝑁 𝑥, 𝑙

𝜑1 𝑄

𝜑2 𝑄

𝜑1 𝑃

𝜑2 𝑃

+

𝐺 𝑥, 𝜉1 𝐾 𝑥, 𝜉1
𝐹 𝑥, 𝜉1 𝐿 𝑥, 𝜉1
𝐸 𝑥, 𝜉1 𝑀 𝑥, 𝜉1
𝐷 𝑥, 𝜉1 𝑁 𝑥, 𝜉1

𝜓1 𝐵

𝜓2 𝐵

Граници

Матричен запис

𝑤 𝑄

𝜃 𝑄
𝑤 𝑃
𝑚 𝑃

=

𝑙3

6𝐸𝐼
0

0 −
𝑙

6𝐸𝐼

0 0
𝑙2

4𝐸𝐼

𝑙

12𝐸𝐼

0 0
0 0

𝑙3

6𝐸𝐼
0

𝑙

24𝐸𝐼
1/2

𝜑1 𝑄

𝜑2 𝑄

𝜑1 𝑃

𝜑2 𝑃

+

𝑙3

12𝐸𝐼
3 +

𝜉1
3

𝑙3
− 3

𝜉1
2

𝑙2
𝑙𝜉2
12𝐸𝐼

𝜉2
2

𝑙2
− 3

𝜉2
𝑙
+ 2

−
𝑙𝜉1
4𝐸𝐼

𝜉1
𝑙
− 2 −

𝑙

12𝐸𝐼
3
𝜉2
2

𝑙2
− 6

𝜉2
𝑙
+ 2

𝑙3

12𝐸𝐼
2 +

𝑙3 − 𝜉1
3

𝑙3
− 3

𝑙2 − 𝜉1
2

𝑙
−
𝑙2 − 𝑙𝜉2
12𝐸𝐼

𝑙2 − 𝜉2
2

𝐿2
− 3

𝑙 − 𝜉2
𝑙

𝜉1/2 −
𝜉2
2𝑙

𝜓1

𝜓2

𝑤 𝑄 , 𝜃 𝑄 ,𝑤 𝑃 ,𝑚 𝑃 = 0,0,0,0 ;
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Премествания като твърдо тяло

Разширена система от уравнения

Въвеждане на произволно преместване по ос z - 𝐶1

0
0
0
0

0
0

=

ȁ

ȁ

ȁ

ȁ

1
0
1
0

0
1
0
1

1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0

𝝋 𝑄

𝝋 𝑃
𝐶1
𝐶2

+

1 0
0 1

𝜓1

𝜓2

𝜑1 𝑄 + 𝜑1 𝑃 +𝜓1 𝐵1 = σ𝜑1 + σ𝜓1 = 0.

Въвеждане на произволен ъгъл на завъртане - 𝐶2

𝜑2 𝑄 + 𝜑2 𝑃 +𝜓2 𝐵2 = σ𝜑2 + σ𝜓2 = 0.
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Пряк МГЕ

Основно диференциално уравнение

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
= 𝜓1 𝑥

𝜓1 - интензитет на разпределения товар.

Въвеждане на гладка функция G и интегриране на основното диференциално уравнение 

0
𝐿
𝑑4𝑤 𝑥 /𝑑𝑥4 𝐺𝑑𝑥 = 0

𝐿
𝜓1 𝑥 𝐺𝑑𝑥;

𝐺 𝑥, 𝜉 е решение на уравнението

𝑑4𝐺

𝑑𝑥4
= 𝛿 𝑥, 𝜉

и се отъждествява с някакво вертикално преместване: 

𝑤∗ ≡ 𝐺
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Интегрално уравнение
Интегрално уравнение

В сила са тъждествата:

След двукратно интегриране се получава

−𝑤∗ 𝑥, 𝜉 𝑠 𝑥 + 𝜃∗ 𝑥, 𝜉 𝑚 𝑥 0
𝐿 +න

0

𝐿

𝑚∗ 𝑥, 𝜉 𝑚 𝑥 𝑑𝑥 = න

0

𝐿

𝜓1 𝑥 𝑤∗ 𝑥, 𝜉 𝑑𝑥

𝜃∗ ≡ 𝑑𝐺/𝑑𝑥 𝑚∗ ≡ −𝑑2𝐺/𝑑𝑥2 𝑠∗ ≡ −𝑑3𝐺/𝑑𝑥3

−𝑤∗ 𝑥 𝑠 𝑥 + 𝜃∗ 𝑥 𝑚 𝑥 0
𝐿 −න

0

𝐿

𝜓1 𝑥 𝑤∗ 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑤 𝑥 𝑠∗ 𝑥 + 𝜃 𝑥 𝑚∗ 𝑥 0
𝐿න

0

𝐿

𝜓1
∗ 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

Използване функцията на Дирак

−𝑤 𝜉 = 𝐺
𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
−
𝑑𝐺

𝑑𝑥

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝐺

𝑑𝑥2
𝑑𝑤

𝑑𝑥
−
𝑑3𝐺

𝑑𝑥3 0
𝐿 −න

0

𝐿

𝜓1 𝑥 𝐺𝑑𝑥
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Функция G

𝑑𝐺 𝑥, 𝜉

𝑑𝑥
= 𝐹 𝑥, 𝜉 =

3𝑙3

12𝐸𝐼

𝑟

𝑙

𝑟

𝑙
− 2

−
𝑑2𝐺 𝑥, 𝜉

𝑑𝑥2
= 𝐸 𝑥, 𝜉 =

𝑙

2

𝑟

𝑙
1 −

𝑟

𝑙

−
𝑑3𝐺 𝑥, 𝜉

𝑑𝑥3
= 𝐷 𝑥, 𝜉 = −0,5sgn(

𝑟

𝑙
)

𝐺 𝑥, 𝜉 =
𝑙3

12𝐸𝐼
2 +

𝑟

𝑙

3

− 3
𝑟

𝑙

2
𝐺′ 𝑥, 𝜉 =

𝑑𝐺 𝑥, 𝜉

𝑑𝜉
=

3𝑙2

12𝐸𝐼

𝑟

𝑙

𝑟

𝑙
− 2 sgn(

𝑟

𝑙
)

𝐹′ 𝑥, 𝜉 =
𝑑𝐹 𝑥, 𝜉

𝑑𝜉
=

6𝑙

12𝐸𝐼
1 −

𝑟

𝑙

𝐸′ 𝑥, 𝜉 =
𝑑𝐸 𝑥, 𝜉

𝑑𝜉
= 0,5sgn(

𝑟

𝑙
)

𝐷′ 𝑥, 𝜉 =
𝑑𝐷 𝑥, 𝜉

𝑑𝜉
= 0
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Преместване и завъртане

−𝑤 𝜉 = −𝐺 𝐿, 𝜉 𝑠 𝐿 + 𝐺 0, 𝜉 𝑠 0 + 𝐹 𝐿, 𝜉 𝑚 𝐿 − 𝐹 0, 𝜉 𝑚 0 +

+ −𝐸 𝐿, 𝜉 𝜃 𝐿 + 𝐸 0, 𝜉 𝜃 0 + 𝐷 𝐿, 𝜉 𝑤 𝐿 − 𝐷 0, 𝜉 𝑤 0 − න

0

𝐿

𝐺 𝑥, 𝜉 𝜓1 𝑥 𝑑𝑥

Преместване

Завъртане

−𝜃 𝜉 = −𝐺′ 𝐿, 𝜉 𝑠 𝐿 + 𝐺′ 0, 𝜉 𝑠 0 + 𝐹′ 𝐿, 𝜉 𝑚 𝐿 − 𝐹′ 0, 𝜉 𝑚 0 +

+ −𝐸′ 𝐿, 𝜉 𝜃 𝐿 + 𝐸′ 0, 𝜉 𝜃 0 + 𝐷′ 𝐿, 𝜉 𝑤 𝐿 − 𝐷′ 0, 𝜉 𝑤 0 − න

0

𝐿

𝐺′ 𝑥, 𝜉 𝜓1 𝑥 𝑑𝑥
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Матрично уравнение

−

𝑤 𝐿 − 휀
𝑤 0 + 휀
𝜃 𝐿 − 휀
𝜃 0 + 휀

=

−𝐺 𝐿, 𝐿 − 휀 𝐺 0, 𝐿 − 휀
−𝐺 𝐿, 0 + 휀 𝐺 0,0 + 휀

𝐹 𝐿, 𝐿 − 휀 −𝐹 0, 𝐿 − 휀
𝐹 𝐿, 0 + 휀 −𝐹 0,0 + 휀

−𝐺′ 𝐿, 𝐿 − 휀 𝐺′ 0, 𝐿 − 휀
−𝐺′ 𝐿, 0 + 휀 𝐺′ 0,0 + 휀

𝐹′ 𝐿, 𝐿 − 휀 −𝐹′ 0, 𝐿 − 휀
𝐹′ 𝐿, 0 + 휀 −𝐹′ 0,0 + 휀

𝑠 𝐿
𝑠 0
𝑚 𝐿
𝑚 0

+

+

𝐷 𝐿, 𝐿 − 휀 −𝐷 0, 𝐿 − 휀
𝐷 𝐿, 0 + 휀 −𝐷 0,0 + 휀

−𝐸 𝐿, 𝐿 − 휀 𝐸 0, 𝐿 − 휀
−𝐸 𝐿, 0 + 휀 𝐸 0,0 + 휀

𝐷′ 𝐿, 𝐿 − 휀 −𝐷′ 0, 𝐿 − 휀
𝐷′ 𝐿, 0 + 휀 −𝐷′ 0,0 + 휀

−𝐸′ 𝐿, 𝐿 − 휀 𝐸′ 0, 𝐿 − 휀
−𝐸′ 𝐿, 0 + 휀 𝐸′ 0,0 + 휀

𝑤 𝐿
𝑤 0
𝜃 𝐿
𝜃 0

−

−

0
𝐿
𝐺 𝑥, 𝐿 − 휀 𝜓1 𝑥 𝑑𝑥

0
𝐿
𝐺 𝑥, 0 + 휀 𝜓1 𝑥 𝑑𝑥

0
𝐿
𝐺′ 𝑥, 𝐿 − 휀 𝜓1 𝑥 𝑑𝑥

0
𝐿
𝐺′ 𝑥, 0 + 휀 𝜓1 𝑥 𝑑𝑥

.
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Задача на Фламан

x

y

Fy

Напрежения

𝜎𝑥𝑥 = −
2

𝜋
𝐹𝑦

𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2 2

𝜎𝑦𝑦 = −
2

𝜋
𝐹𝑦

𝑥3

𝑥2 + 𝑦2 2

𝜎𝑥𝑦 = −
2

𝜋
𝐹𝑦

𝑥𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 2

Премествания

𝑢𝑥 =
𝐹𝑦

2𝜋𝐺
1 − 2𝜈 arctg

𝑦

𝑥
+
𝜋

2
+

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2

𝑢𝑦 =
𝐹𝑦

2𝜋𝐺
−2 1 − 𝜈 ln

𝑥2 + 𝑦2

𝐿2

1/2

+
𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
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Две сили

Функция на влияние

𝑢𝑦 = 𝐹𝑦
1𝐼 𝑥 − 𝜉1, 𝑦 + 𝐹𝑦

2𝐼 𝑥 − 𝜉2, 𝑦

𝐼 𝑥 − 𝜉2, 𝑦 =
1

2𝜋𝐺
−2 1 − 𝜈 ln 𝑥 − 𝜉2 + 𝑦2 − ln 𝐿 − 𝜉2 + 𝑦2/ 𝑥 − 𝜉2 2 + 𝑦2

Напрежения

x

y

𝐹𝑦
1

𝐹𝑦
2

𝑥 − 𝜉1

𝑥 − 𝜉2

Преместване

𝜎𝑦𝑦 = ቊ
𝑝𝑦 𝑥 , 𝑏1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏2, 𝑦 = 0

0, при другите ст − сти на х

𝜎𝑥𝑦 = 0,−∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞, 𝑦 = 0
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Задача на Бусинек

Аналитично решение Числено решение

Joseph Valentin
Boussinesq
1842-1929

𝑢𝑦 =
1

2𝜋𝐺
න

𝑏1

𝑏2

−2 1 − 𝜈 ln 𝑥 − 𝜉2 + 𝑦2 − ln 𝐿 − 𝜉2 + 𝑦2/ 𝑥 − 𝜉2 2 + 𝑦2 𝑝𝑦 𝜉 d𝜉

𝐹𝑦 𝜉 = 𝑝𝑦 𝜉 d𝜉

x

y

𝑥 = 𝜉

𝑝𝑦 𝑥

𝑥 = 𝑏1 𝑥 = 𝑏2

𝑝𝑦 𝜉

d𝜉

x

y

𝑥𝑗

𝑝𝑦 𝑥

𝑥 = 𝑏2

𝑝𝑦
𝑗

2𝑎𝑗

1 2 3 i N
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Пример

Постановка на задачата

Коефициенти на влияние

Числена процедура

Гранични условия

СЛУ

x
y

b b

𝜎𝑥𝑦 = 𝜎𝑦𝑦 = 0

𝑢𝑦 = −𝑢0

𝑏

1 2 i Nx

y

𝑏

2a

𝑥𝑖

𝑢𝑦 = −𝑢0, 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑦 = 0

𝜎𝑥𝑦 = 0, 𝑥 < ∞, 𝑦 = 0

𝜎𝑦𝑦 = 0, 𝑥 > 𝑏, 𝑦 = 0

𝑢𝑦 = −
1−𝜈

𝜋𝐺
𝑃𝑦ሾ 𝑥 + 𝑎 ln 𝑥 + 𝑎 − 𝑥 − 𝑎 ln 𝑥 − 𝑎 +,

𝑢𝑦 𝑥𝑖 , 0 = −
1−𝜈

𝜋𝐺
𝑇𝑦
𝑖ൣ 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 + 𝑎 ln 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 + 𝑎 − 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 − 𝑎 ln 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 − 𝑎 +,

+ ൧𝐿 − 𝑥𝑗 − 𝑎 ln 𝐿 − 𝑥𝑗 − 𝑎 − 𝐿 − 𝑥𝑗 + 𝑎 ln 𝐿 − 𝑥𝑗 + 𝑎 ,

𝐵𝑖𝑗 = −
1 − 𝜈

𝜋𝐺
ൣ 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 + 𝑎 ln 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 + 𝑎 − 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 − 𝑎 ln 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 − 𝑎 +

𝑢𝑦
𝑖 = 𝑢𝑦 𝑥𝑖 , 0 = σ𝑗=1

𝑁 𝐵𝑖𝑗𝑇𝑦
𝑖 ,

+ ൧𝐿 − 𝑥𝑗 − 𝑎 ln 𝐿 − 𝑥𝑗 − 𝑎 − 𝐿 − 𝑥𝑗 + 𝑎 ln 𝐿 − 𝑥𝑗 + 𝑎 ,

𝑢𝑦
𝑖 = 𝑢0 = σ𝑗=1

𝑁 𝐵𝑖𝑗𝑇𝑦
𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑁

ሿ+ 𝐿 − 𝑎 ln 𝐿 − 𝑎 − 𝐿 + 𝑎 ln 𝐿 + 𝑎
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Пример – компютърна реализация
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